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Рассматривается задача порождения и выбора нелинейных регрессионных моделей. Модели индуктивно
порождаются с помощью экспертно-заданного множества гладких функций. Для выбора моделей исполь-
зуется информация о распределении их параметров. Предлагается метод поиска моделей, комбинирующий
подходы байесовского вывода и символьной регрессии.

Введение

Проблема выбора моделей является одной
из наиболее актуальных и одновременно сложных
при моделировании экономических, финансовых и
социальных систем. Эта проблема состоит в отыс-
кании оптимальной модели в некотором заданном
классе моделей-претендентов. Этот класс задается
в виде списка, либо в виде универсальной модели,
из которой путем удаления элементов можно полу-
чить модели частного вида, либо с помощью пра-
вил порождения. В данной работе используется по-
следний способ.

Критерий оптимальности модели задается ис-
ходя из гипотезы порождения данных— предпо-
ложении о распределении случайной переменной
при восстановлении регрессии и предположении
о распределении параметров. Подход к модифика-
ции структуры моделей путем анализа параметров
впервые предложен Ле Кюном и Хассиби в [1, 2].
Он состоит в исключении тех элементов моделей,
мера выпуклости функции ошибки которых не пре-
восходит заданный порог. Дальнейшее развитие ме-
тоды анализа пространства параметров получили
в работах Маккая [3, 4, 5, 6]. Им было предложено
использовать гиперпараметры— параметры функ-
ций распределения данных и параметров для вы-
бора моделей. В дальнейшем в работах [7, 8, 9] Би-
шоп предложил несколько способов оценки гипер-
параметров: аппроксимацию Лапласа, ансамблевое
обучение и оценку с помощью марковских цепей
Монте-Карло.

Однако в рамках вышеприведенных подходов
не рассматривались задачи порождения выбирае-
мых моделей. Методы индуктивного порождения
линейных регрессионных моделей описаны в рабо-
тах Ивахненко [10, 11, 12]. Предложено порождать
модели в виде линейных комбинаций мономов по-
линома Колмогорова–Габора. Методы порождения
нелинейных регрессионных моделей развиты в ра-
ботах Козы и Зелинки [13, 14]. Предложено порож-
дать модели как произвольные суперпозиции за-
данного набора функций с помощью генетических
оптимизированных алгоритмов. В работах Влади-
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славлевой [15, 16] при выборе порождаемых моде-
лей предлагается использовать Парето оптималь-
ный фронт—множества моделей на плоскости, за-
данный функционал качества моделей и функций
их сложности.

Ниже описан алгоритм, который является раз-
витием алгоритма, опубликованного в [17, 18, 19].
Он выполняет следующие основные шаги. Зада-
на модель начального приближения. Параметры
этой модели настраиваются, вычисляются гиперпа-
раметры, описывающие информативность элемен-
тов модели. Согласно гиперпараметрам, элемен-
ты модели модифицируются таким образом, чтобы
с наибольшей вероятностью обеспечить попадание
модели в Парето-оптимальный фронт.

Задача многомерной
нелинейной регрессии
Задана регрессионная выборка — множество пар

D = {(xn, yn)}N
n=1, в котором x ∈ RP — свободная

переменная, и y ∈ R1 — зависимая переменная.
Задано конечное множество порождающих

функций G = {g | g : R× . . .×R → R}. Функция g =
= g(b, ·, . . . , ·) — гладкая параметрическая. Первый
аргумент функции— вектор параметров, последу-
ющие аргументы—функции свободных перемен-
ных, принимающие значения в R1. Множество G
индуктивно определяет набор допустимых супер-
позиций F = {fi}, i = 1, . . . , M . На эти суперпози-
ции накладывается ограничение сложности: каж-
дая суперпозиция fi состоит не более чем из R
функций g ∈ G.

Суперпозиция fi определяет параметрическую
регрессионную модель fi = fi(w,x). Она зависит
от независимых переменных x и вектора парамет-
ровw. Векторw ∈ RWi состоит из присоединенных
векторов — параметров функций g1, . . . , gri

, входя-
щих в эту суперпозицию в лексикографическом по-

рядке, то есть w = b1

... b2

... . . .
... bri

, где
... — знак при-

соединения векторов. Требуется отыскать в мно-
жестве F модель fi, максимизирующую задан-
ную целевую функцию p(w |D,A, β, fi). Функция
включает гиперпараметры A, β. Число парамет-
ров модели не должно превышать заданное чис-
ло W ∗. Число порождающих функций, из кото-
рых она состоит не должно превышать задан-
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ное число r∗. Модель, удовлетворяющую вышепе-
речисленным требованиям, будем называть моде-
лью оптимальной структуры.

Распределение параметров моделей

Воспользуемся двухуровневым Байесовским
выводом для оценки степени предпочтения порож-
даемых регрессионной моделей. Рассмотрим конеч-
ное множество моделей f1, . . . , fM , приближающих
данные D, обозначим априорную вероятность i-й
модели P (fi). При появлении данных апостериор-
ная вероятность модели P (fi |D) равна

P (fi |D) =
p(D | fi)P (fi)∑M

j=1 p(D | fj)P (fj)
, (1)

где p(D | fi) — функция правдоподобия моделей,
определяющая, насколько хорошо модель fi опи-
сывает данные D. Знаменатель дроби обеспечивает
выполнение условия

∑M
i=1 P (fi |D) = 1.

Сравним две модели с помощью апостериорных
вероятностей

P (fi |D)

P (fj |D)
=

p(D | fi)P (fi)

p(D | fj)P (fj)
. (2)

Левая часть выражения называется отношением
правдоподобия моделей. Отношение P (fi)/P (fj)
называется отношением апостериорных предпочте-
ний моделей. Полагая априорные вероятности мо-
делей одинаковыми, используем функции правдо-
подобия для выбора моделей.

Так как рассматриваемые модели f зависят
от настраиваемых параметров, представим правдо-
подобие моделей в виде интеграла по пространству
параметров

p(D | f) =

∫
p(D |w, f)p(w | f)dw. (3)

Априорная плотность распределения парамет-
ров w модели f на выборке D равна

p(w |D, f) =
p(D |w, f)p(w | f)

p(D | f)
, (4)

где p(w | f)— априорно заданная плотность веро-
ятности параметров, и p(D |w, f)—функция прав-
доподобия параметров. Выражения (1) и (4) назы-
ваются формулами Байесовского вывода первого
и второго уровня.

Рассмотрим следующую гипотезу порождения
данных при восстановлении регрессии

y = f(w,x) + ν.

Пусть случайная величина ν имеет нормальное
распределение N (0, σ2) с нулевым матожиданием
и дисперсией σ2, которая не зависит от свободной

переменной. Для фиксированной модели f плот-
ность вероятности появления данных

p(y |x,w, β, f) ≡ p(D |w, β, f) =
exp(−βED)

ZD(β)
, (5)

где β = σ−2, а коэффициент ZD задан выражени-
ем, нормирующим функцию плотности в соответ-
ствии с гауссовым распределением

ZD(β) =

(
2π

β

)N
2

. (6)

Функция регрессионных невязок, согласно гипоте-
зе порождения данных, равна

ED =
1

2

N∑
n=1

(f(xn)− yn)
2
. (7)

Рассмотрим вектор параметров модели как мно-
гомерную случайную величинуw. Пусть плотность
распределения параметров имеет вид многомерно-
го нормального распределения N (0, A) c матрицей
ковариации A,

p(w |A, f) =
exp(−Ew)

Zw(A)
, (8)

где A—ковариационная матрица случайной вели-
чины w. Нормирующая константа Zw(A) равна

Zw(A) = (2π)
W
2 |A| 12 , (9)

где W —число параметров модели f . Функция-
штраф за большое значение параметров модели
при нормальном распределении равна

Ew =
1

2
wтAw. (10)

При заданной модели f и заданных значениях A
и β выражение (4) принимает вид

p(w |D,A, β, f) =
p(D |w, β, f)p(w |A, f)

p(D |A, β, f)
. (11)

Записывая функцию ошибки

S(w) =
1

2
wтAw + βED, (12)

получаем вместо (11) выражение

p(w |D,A, β, f) ∝ exp(−S(w))

ZS
,

где ZS —нормирующий множитель. Символ f да-
лее будет опущен для удобства обозначений.
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Вычисление гиперпараметров
Предлагается итеративно найти параметры

и гиперпараметры модели по отдельности. На каж-
дой итерации сначала при фиксированных гипер-
параметрах отыскиваются параметры путем оп-
тимизации функционала (12). Используется алго-
ритм Левенберга–Марквардта. Затем по форму-
лам, предложенным ниже, вычисляются гиперпа-
раметры.

Предположим, что после очередного шага ите-
рации нам известен локальный максимум (12) и он
находится в точке w0. Для нахождения гиперпа-
раметров приблизим (11) методом Лапласа. Для
этого построим ряд Тейлора второго порядка ло-
гарифма числителя (11) в окрестности w0

−S(w) ≈ −S(w0)− 1

2
∆wтH∆w, (13)

где∆w = w−w0. В выражении (13) нет слагаемого
первого порядка, так как предполагается, что w0

доставляет локальный минимум функции ошибки

∂S(w)

∂w

∣∣∣∣
w=w0

= 0.

Матрица H —матрица Гессе функции ошибок

H = −∇∇S(w)|w=w0
. (14)

Применяя экспоненту к обеим частям выраже-
ния (13) получаем требуемое приближение числи-
теля (11)

exp(−S(w)) ≈ exp(−S(w0)) exp
(− 1

2∆wтH∆w
)
.
(15)

Учитывая то, что интеграл выражения (11) должен
равняться единице, получаем нормирующий мно-
житель

ZS =
exp(−S(w0))(2π)

W
2

|H| 12 . (16)

Знаменатель (11) является числителем (1)
и определяет выбор наиболее правдоподобной мо-
дели. Для нахождения гиперпараметров максими-
зируем функцию p(D |A, β) относительно A и β. За-
пишем ее в виде

p(D |A, β) =

∫
p(D |w, A, β)p(w |A)dw. (17)

Используя выражения (5) и (8) перепишем (17)
в виде

p(D |β,A) =
ZS

Zw(A)ZD(β)
.

Из (6), (9)и (16), логарифмируя (17), получим

ln p(D |A, β) = −1

2
ln |A| − N

2
ln 2π +

N

2
lnβ −

− βE′D − E′w −
1

2
ln |H|. (18)

Найдем максимум выражения (18) относительно
гиперпараметров, приравняв его производную по-
очередно по A и β к нулю. Для упрощения вычис-
лений представим A = diag(α)IW .

d ln p(D |A, β)

dα
= −E′w +

w

2α
+

d

dα
lndet(H).

Производная последнего слагаемого равна

d

dα
ln |H| =

W∑
j=1

1

λj + α
,

где λj — собственные значения матрицы H. При-
равнивая последнее выражение к нулю и преобра-
зовывая, получаем выражение для α

2αE′w = W − γ, где γ =

W∑
j=1

α

λj + α
. (19)

Аналогично получим β

2βE′D = N −
W∑

j=1

λj

λj + α
= N − γ. (20)

Гиперпараметры α и βi вычисляется итеративно
следующим образом

βnew =
N − γ

E′D
, αnew =

W − γ

E′w
.

Значения функционалов ошибок E′w и E′D оптими-
зируются после каждого вычисления новых значе-
ний гиперпараметров.

При выборе моделей выполняется следующая
процедура. Экспертно задается модель-претендент.
Каждому элементу модели ставится в соответствие
свой гиперпараметр α. Параметры и гиперпарамет-
ры модели последовательно настраиваются. Эле-
мент модели, имеющий наименьшее значение ги-
перпараметра, исключается. Модель пополняется
новым элементом из множества G согласно задан-
ному правилу. Так как на каждом шаге такой моди-
фикации модели функционал качества не ухудша-
ется, процедура выполняется до сходимости функ-
ционала качества (13).

Вычислительный эксперимент
Проиллюстрируем итеративное изменение па-

раметров и гиперпараметров с помощью модели
y = f0(w,x) = w1 + w2 sin x1 + w3 sin x2. Сво-
бодные переменные данной модели имеют зна-
чения x1, x2 ∈ {0, 0.1, . . . , 1}. Зависимые пере-
менные, полученные как y = f0(w,x) + ν0, где
ν0 ∼ N (0, π/2).

На рис. 1 показаны итеративные изменения па-
раметров w1, w2, w3, латентной переменной γ и ги-
перпараметра β. По оси абсцисс отложен номер
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Рис. 1.

итерации. По оси ординат — нормированные значе-
ния переменных.

В результате эксперимента была получена схо-
дящаяся последовательность, определяющая опти-
мальные параметры и гиперпараметры для данной
модели. Итеративный алгоритм останавливается,
когда значение функции ошибки текущей модели
имеет значение меньше заданного, или же невоз-
можна генерация новых моделей-претендентов.

Заключение
Данная работа описывает алгоритм выбора

нелинейных регрессионных моделей из индуктив-
но-порождаемого множества. Для выбора моде-
лей используются настраиваемые гиперпараметры.
Каждый гиперпараметр ставится в соответствие
элементы суперпозиции функций, задающих мо-
дель. По его значению определяется важность эле-
мента суперпозиции и принимается решение о необ-
ходимости его модификации.
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