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В работе описан способ построения линейных регрессионных моделей, основанный на порождении и выбо-
ре признаков. Предложены эвристические алгоритмы выбора признаков. Выполнено сравнение этих алго-
ритмов с общеизвестными. Особенностью данного исследования является то, что задача выбора моделей
поставлена для счетного набора признаков.

Введение

Процедура построения регрессионных моделей
состоит из двух шагов. На первом шаге, на ос-
нове множества свободных переменных, порожда-
ется набор признаков. Один из способов постро-
ения такого набора описан в [1]. Модель-претен-
дент есть линейная комбинация конечного подмно-
жества признаков. На втором шаге производится
выбор признаков, при этом выполняется настрой-
ка параметров модели и оценивается ее качество.
Модель с настроенными параметрами, доставляю-
щая минимум заданному функционалу качества,
называется моделью оптимальной структуры.

Целью данной работы является сравнение пред-
ложенных эвристических алгоритмов с известны-
ми алгоритмами. Мотивацией работы является тот
факт, что решение практических задач восстанов-
ления регрессионной зависимости требует рассмот-
рения большого числа порождаемых признаков.
При таком условии алгоритмы, называемые «жад-
ными», выбирают некоторый поднабор признаков,
без возможности его модификации с целью улуч-
шения структуры модели. Переборные алгоритмы,
не обладая этим недостатком, имеют высокую вы-
числительную сложность. В данной работе предла-
гается компромиссный вариант алгоритма выбора
регрессионных моделей и сравниваются следующие
алгоритмы:

1) LARS метод наименьших углов [2];
2) полный перебор моделей [3];
3) метод групового учета аргументов [1];
4) алгоритм Лассо [4];
5) стохастическая структурная оптимизация;
6) шаговая регрессия [5, 6, 7];
7) оптимальное прореживание в шаговой регрес-

сии [8, 9];
8) модифицированный метод наименьших углов.

Сравнение алгоритмов показано на примере
прикладной задачи, связанной с моделированием
волатильности опционов по реальным историче-
ским данным торгов опционом Brent Crude Oil.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, про-
екты №07-07-00181, №08-01-12022.

Постановка задачи
Задана выборка D =

{
(xi, yi)

}
m
i=1 —множе-

ство m пар, состоящих из вектора значений n сво-
бодных переменных xi = (xj

i )
n
j=1 ∈ Rn, и значения

одной зависимой переменной yi ∈ R1. Индекс i эле-
ментов выборки и индекс j свободных переменных
далее будем рассматривать как элементы множеств
i ∈ I = {1, . . . , m} и j ∈ J = {1, . . . , n}.

Задан класс регрессионных моделей F = {fs}—
параметрических функций, линейных относитель-
но параметров,

yi = fs(βs,xi) =
∑
j∈Js

βjx
j
i , (1)

в которой s ∈ {1, . . . , 2n} является индексом моде-
ли, βs = (βj)j∈Js

— вектор параметров, заданный
индексом модели, Js ⊆ J —набор индексов сво-
бодных переменных. Введено ограничение на чис-
ло элементов линейной комбинации (1). В множе-
ство F могут входить только модели с числом сво-
бодных переменных |Js| � R.

Принята следующая гипотеза порождения дан-
ных. Пусть случайная аддитивная переменная ν
регрессионной модели

y = f(β,x) + ν

имеет нормальное распределение N (0, σ2
ν).

Тогда, с учетом гомоскедастичности регресси-
онных остатков, распределение зависимой перемен-
ной имеет вид

p(y|x,β, σ2
ν , f) =

exp
(− 1

σ2
ν
S(D |β, f)

)

(2πσ2
ν)

n
2

,

где S — сумма квадратов невязок yi− f(β,xi). Это
распределение задает указанный ниже критерий
качества модели.

Дополнительно задано разбиение выборки I =
= IT�IC на обучающую и контрольную. Для каж-
дого набора данных, рассматриваемого в вычис-
лительном эксперименте, наборы индексов IT, IC

определены до начала эксперимента. Алгоритм вы-
бора модели определяет метод оптимизации, до-
ставляющий оптимальное значение параметрам β̃
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модели f на обучающей выборке {(xi, yi) : i ∈ IT}.
Принят критерий качества — сумма квадратов ре-
грессионных остатков на контрольной выборке

S =
∑
i∈IC

(
yi − f(β̃,xi)

)2

. (2)

Требуется найти такую модель fs ∈ F , кото-
рая доставляет наименьшее значение функционалу
качества. Такая модель будет называться моделью
оптимальной структуры.

Порождение свободных переменных
Предлагается следующий способ формирования

выборки D, состоящий из двух шагов.
Шаг первый. Задано множество непорожда-

емых свободных переменных Ξ = {ξu}U
u=1. Зада-

но конечное множество функций G = {gv}V
v=1.

Рассмотрим декартово произведение G × Ξ, эле-
менту (gv, ξu) которого поставлена в соответствие
суперпозиция gv(ξu), однозначно определяемая ин-
дексами v, u. Обозначим ai = gv(ξu), где индекс
i = (v − 1)U + u.

Шаг второй. Назначается базовая модель по-
рождения признаков. В качестве модели, описыва-
ющей отношение между зависимой переменной y
и свободными переменными ai, используется поли-
ном Колмогорова-Габора:

y = β0 +

UV∑
i=1

βiai +

UV∑
i=1

UV∑
j=1

βijaiaj + . . . ,

где вектор коэффициентов

β = (β0, βi, βij , βijk, . . .)i,j,k,...=1,...,m.

Запишем вышеприведенный ряд в виде

y =
∑
j∈J

βjx
j .

Переменные {xj} поставлены в однозначное со-
ответствие мономам полинома.

Стандартизация данных
Выборка D стандартизирована таким образом,

чтобы для j ∈ J выполнялись условия нормировки

m∑
i=1

xj
i = 0,

m∑
i=1

(xj
i )

2 = 1,
m∑

i=1

yi = 0.

Предполагается, что векторы x̄j =
(
xj

1, . . . x
j
m

)
и x̄k =

(
xk

1 , . . . xk
m

)
для всех j, k ∈ J , j �= k ли-

нейно независимы.

LARS (метод наименьших углов)
LARS— алгоритм отбора признаков линейной

модели [2]. На каждом шаге алгоритма происходит

изменение вектора параметров модели так, что-
бы доставить добавляемому признаку наибольшую
корреляцию с вектором регрессионных остатков.
Основным достоинством LARS является то, что
он выполняется за число шагов, равное числу сво-
бодных переменных.

Лассо

Лассо — алгоритм оценивания коэффициентов
линейной модели [4]. Введение ограничения на сум-
му абсолютных значений коэффициентов модели
приводит к обращению в 0 некоторых коэффици-
ентов модели. Ненулевые коэффициенты соответ-
ствуют признакам, входящим в модель.

Обозначим сумму модулей коэффициентов мо-

дели T (β) =
n∑

j=1

|βj |. Вектор коэффициентов β̂ есть

решения задачи минимизации S(β) при ограниче-
нии: T (β) � t, где t —параметр регуляризации.
Для решения задачи используется метод квадра-
тичного программирования.

Шаговая регрессия

Шаговая регрессия— алгоритм последователь-
ного удаления/добавления признаков [5]. Алгоритм
последовательного добавления признаков присо-
единяет к текущему набору A по одному признаку,
который доставляет максимум нижеприведенному
критерию,

̂ = arg max
j∈J

S(A)− S(A ∪ x̄j)

S(A ∪ x̄j)
.

Начальным считается пустой набор признаков.
Алгоритм последовательного удаления призна-

ков начинает с самого большого набора, состояще-
го из всех признаков. На каждом шаге происходит
удаление признака так, чтобы значение нижепри-
веденного критерия было как можно меньше:

̂ = arg min
j∈J

S(A\x̄j)− S(A)

S(A)
.

Останов алгоритма производится по выполнению
условия Cp [10].

Алгоритм полного перебора

Этот алгоритм порождает все возможные мно-
жества мономов {x̄j}j∈J . Пусть сложность моде-
ли |J | � R. Под сложностью модели понима-
ется число линейно входящих параметров. Алго-
ритм последовательно строит модели-претенденты
неубывающей сложности. Параметры каждой мо-
дели настраиваются методом наименьших квадра-
тов по обучающей выборке. Наилучшая модель вы-
бирается исходя из минимума ошибки на контроль-
ной выборке. Введем переменную выбора монома—
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вектор c = (c1, . . . , cn). Его элемент cj ∈ {0, 1} при-
нимает значение 1, если j ∈ Js, в противном слу-
чае 0. Базовая модель данного алгоритма имеет вид

y =
∑

j∈Js

cjβjx
j . Сложность этого алгоритма

R∑
i=1

Ci
n.

Метод группового учета аргументов

Алгоритмы МГУА воспроизводят схему мас-
совой селекции [1, 3]: последовательно порожда-
ются модели возрастающей сложности. Каждая
модель настраивается методом наименьших квад-
ратов. Остановка алгоритма происходит, когда
с увеличением номера шага начинается увеличение
ошибки на контрольный выборке.

Стохастическая структурная
оптимизация

Предложенный эвристический алгоритм состо-
ит из итеративно выполняемых шагов. На первом
шаге из множества признаков выбирается заданное
число поднаборов, доставляющее соответствующей
линейной модели наименьшее значение функцио-
нала качества. На втором шаге на заданном чис-
ле пар выполняется операция обмена признака-
ми. На третьем шаге производится случайная за-
мена произвольных признаков вновь полученных
поднаборов. Шаги 2 и 3 итеративно повторяют-
ся. Алгоритм завершает работу, когда число ша-
гов превысит заданное или когда ошибка оптималь-
ной модели на контрольной выборке станет меньше
заданной.

Оптимальное прореживание
в шаговой регрессии

Оптимальное прореживание — это метод упро-
щения структуры регрессионной модели. Основ-
ная идея прореживания заключается в том, что те
элементы модели, которые оказывают малое влия-
ние на ошибку аппроксимации, можно исключить
из модели без значительного ухудшения качества
аппроксимации [8, 9].

Для построения регрессии требуется найти та-
кие параметры β̂, которые доставляли бы наимень-
шее значение функции ошибки S(β).

Локальная аппроксимация функции S в окрест-
ности точки β̂ с помощью разложения в ряд Тей-
лора записывается в виде

S(β+∆β) = S(β)+gт(β)∆β+ 1
2∆βтH∆β+o(‖β‖3),

где ∆β — возмущение вектора параметров β, g =

= ∂S
∂β

— градиент, H = H(β) = ∂2S
∂β2 —матрица вто-

рых производных (матрица Гессе).
Функция S(β) достигает своего максимума при

β = β̂, и ее поверхность квадратична. Таким об-
разом, предыдущее выражение можно представить
в виде ∆S = S(β + ∆β)− S(β) = 1

2∆βтH∆β.

Пусть исключение элемента модели есть исклю-
чение одного параметра модели, βi. Исключенный
параметр будем считать равным нулю. Исключение
элемента эквивалентно выражению ∆βi + βi = 0,
иначе eт

i∆β + βi = 0, где ei — вектор, i-й элемент
которого равен единице, все остальные элементы
равны нулю.

Требуется минимизировать квадратичную фор-
му ∆βтH∆β относительно ∆β при ограничени-
ях eт

i∆β + βi = 0 для всех значений i. Задача
условной минимизации решается с помощью введе-
ния Лагранжиана L = ∆βтH∆β− λ(eт

i + wi), в ко-
тором λ —множитель Лагранжа. Дифференцируя
Лагранжиан по приращению параметров и прирав-
нивая его к нулю получаем (для каждого индекса i
параметра βi)

∆β = − βi

[H−1]ii
H−1ei.

Этому значению вектора приращений парамет-
ров соответствует минимальное значение Лагран-
жиана

Li =
β2

i

2[H−1]ii
.

Полученное выражение называется мерой вы-
пуклости функции ошибки S при изменении пара-
метра βi.

Функция Li зависит от квадрата параметра βi.
Это говорит о том, что параметр с малым значе-
нием будет удален из модели. Однако если величи-
на [H−1]ii достаточно мала, это означает, что дан-
ный параметр оказывает существенное влияние на
качество аппроксимации модели.

EM+LARS

В данной работе предлагается алгоритм, соче-
тающий в себе жадную стратегию LARS и перебор
моделей. Это позволяет улучшить структуру мо-
дели, несущественно увеличив вычислительные за-
траты. Происходит порождение подмножеств при-
знаков с помощью EM-алгоритма. На этих подмно-
жествах с помощью LARS находятся параметры
моделей, производится перебор полученных моде-
лей. Модель, доставляющая наименьшую средне-
квадратичную ошибку на контрольной выборке,
считается оптимальной.

Задано K натуральных чисел в порядке воз-
растания Ck, k = 1, . . . , K, Ck < n. Пусть M —
число моделей, получаемых на каждом шаге алго-
ритма. Рассмотрим k-й шаг алгоритма. Разобьем
множество признаков X на Ck кластеров с помо-
щью EM-алгоритма. M раз выбираем случайным
образом из каждого кластера по одному элементу.
Получаем M подмножеств из Ck признаков, при-
надлежащих разным классам. К каждому из под-
множеств признаков на обучающей выборке приме-
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Таблица 1. Результаты работы стандартных методов
отбора признаков.

Алгоритм S(IT)
||yT ||2

S(IС)
||yC ||2 AIC k

LARS+EM 0.024 0.053 −863 9
Прорежив. 0.013 0.034 −1109 15
Стохаст. 0.014 0.024 −1299 20
Lasso 0.011 0.092 −491 11
Шаг. регр. 0.032 0.086 −405 30
МГУА 0.018 0.080 −584 8
LARS 0.019 0.089 −579 5
Перебор R=5 0.024 0.036 – 5

няем алгоритм LARS. В результате будут получены
векторы параметров βkl, l = 1, . . . , M .

За K шагов алгоритм находит KM моделей, вы-
бирается оптимальная модель.

Вычислительный эксперимент
Сравнительный анализ алгоритмов был вы-

полнен на исторических данных торгов опционом
Brent Crude Oil [11]. Срок действия опциона —
полгода, с 02.01.2001 по 26.06.2001. Тип опцио-
на — put (право на продажу базового инструмента),
символ CLG01. Базовый инструмент — нефть, сим-
вол NYM. Использовались ежедневные цены за-
крытия опциона и базового инструмента. Сетка цен
исполнения опциона K = {19.0, 19.5, . . . , 28.0, 28.5}.

Регрессионная выборка
{
(xi, yi)

}
m
i=1 =

{
(〈Ki, ti〉, σi)

}
m
i=1

была построена по исходным данным— историче-
ским ценам опциона CK,t и базового инструмен-
та Pt, где K ∈ K, t ∈ T , следующим образом. Для
каждого значения Ki и ti, i = 1, . . . , m вычислялось
значение предполагаемой волатильности σi

σi = arg min
σ∈[0,1.5]

(
CKi,ti

− C(σ, Pti
, B,Ki, ti)

)
,

где справедливая цена опциона C определялась
по формуле Блэка-Шоулза [12]. Длина истории со-
ставляла 112 отсчетов времени.

Множество порождающих функций было зада-
но следующим образом: G =

{
1/x,

√
x, ex

}
.

Максимальная степень полинома Колмогорова-
Габора была выбрана равной трём. При этом чис-
ло мономов составило 84. Регрессионная выборка
была случайным образом разбита на контрольную
и обучающую, равные по мощности. Стандартиза-
ция контрольной и обучающей выборок была про-
ведена раздельно. Значения ошибок на обучении
и контроле были усреднены по 10 запускам алго-
ритмов на различных разбиениях.

Результаты экспериментов представлены в Таб-
лице 1. Для каждого алгоритма были вычисле-

ны: ошибки S(IT) и S(IС) на обучении и контро-
ле (2), отнесенные к квадрату нормы соответству-
ющего вектора ответов ||yT ||2 =

∑
j∈IT

y2
j и ||yC ||2 =

=
∑

j∈IC

y2
j ; значение информационного критерия

Акаике AIC = m ln S
m + 2k; сложность модели k.

Заключение
В работе выполнено сравнение предложен-

ных алгоритмов (стохастическая структурная оп-
тимизация, модифицированный метод наимень-
ших углов EM+LARS) с известными алгоритмами.
Вычислительный эксперимент показал, что уве-
личение числа признаков позволяет добиться
улучшения качества модели. Результаты экспери-
ментов подтвердили жадность алгоритма LARS
и бо́льшую эффективность алгоритма EM+LARS
по сравнению с LARS. По результатам эксперимен-
тов наилучшими по совокупности критериев явля-
ются EM+LARS и алгоритм оптимального проре-
живания.
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