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Аннотация

В работе описаны методы назначения функции ошибки при постановке задач

регрессионного анализа. Рассматриваются различные гипотезы распределения

зависимой переменной, задающие вид функции ошибки согласно байесовскому

выводу. Для нормального распределения показана функция ошибки общего вида

для различных предположений о статистической связи между элементами зави-

симой переменной. Также приведены примеры функций ошибок, используемых

в прикладных задачах восстановления регрессии.
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1 Введение

При моделировании измеряемых данных одной из важных проблем является оцен-
ка точности модели. Для оценки точности вводится функция ошибки, обсуждаемая
в данной работе. Предполагая, что данные измеряются с некоторой погрешностью,
будем рассматривать моделирование данных как задачу восстановления регрессии [1,
2, 3, 4]. Для этого введем следующие определения.

Измеряемые данные представляют собой пары значений зависимой переменной y

и независимой переменной x. Считается [5], что эта зависимость является статисти-
ческой и имеет вид

E(y|x) = f(ŵ,x). (1)
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Регрессия — математическое ожидание случайной величины y, зависящей от дру-
гой величины или от нескольких величин x. Зависимость f называется функцией ре-

грессии от независимой переменной x при некоторых фиксированных параметрах ŵ.
Переменная x также называется регрессором. Точность, с которой функция f пере-
дает изменение в среднем при изменении x, измеряется дисперсией y, вычисляемой
для каждого x: D(y|x) = σ2

y(x). Если D(y|x) = 0 при всех значениях x, то с ве-
роятностью равной единице эти величины связаны функциональной зависимостью.
Если D(y|x) 6= 0 ни при каком значении x и f(ŵ,x) не зависит от x, то регрессия y

по x отсутствует.
Гипотезой порождения данных называется предположение о виде распределения

случайной величины y и значених параметров этого распределения, если распределе-
ние параметрическое.

Регрессионная выборка D =
{

(xi, yi)
}

m
i=1

— множество m пар, состоящих из векто-
ра xi = [xij ]

n
j=1 значений n свободных переменных и соотвествующего этому вектору

значения зависимой переменной yi.
Предполагается, что переменные принадлежат множеству действительных чисел,

либо его подмножеству: x ∈ X ⊆ R
n и y ∈ Y ⊆ R

1. Индекс i элемента выборки и
индекс j свободной переменной рассматриваются как элементы конечных неупоря-
доченных множеств i ∈ I = {1, . . . , m} и j ∈ J = {1, . . . , n}, причем I,J 6= ∅. В
дальнейшем будет использоваться обозначение D = (X,y), где y = [y1, . . . , ym]

T —
вектор значений зависимой переменной и X = [xT

1
, . . . ,xT

m]
T — матрица плана.

Предполагается, что элементы выборки связаны соотношением

yi = f(w,xi) + ε(xi), (2)

которое аддитивно включает случайную величину ε = ε(x).
Ошибкой или регрессионным остатком εi называется разность между значени-

ем функции регрессии f(ŵ,xi) и значением зависимой переменной, соответствующей
некоторой свободной переменной xi: εi = f(ŵ,xi)−yi. Вектор регрессионных остатков
ε = f − y, где вектор-функция f = f(w,X) = [f(w,x1), . . . , f(w,xm)]

T ∈ Y
m.

Для нахождения функции регрессии f используются регрессионные модели. Ре-

грессионная модель — параметрические семейство функций, отображение f : W ×
X → Y декартова произведения области допустимых значений W параметров моде-
ли и области допустимых значений X свободных переменных в область значения Y

зависимой переменной. Иначе, регрессионная модель есть поэлементное отображение
f : (w,x) 7→ y, в котором вектор параметров w ∈ W, свободная переменная x ∈ X и
зависимая переменная y ∈ Y.

Функция регрессии f ∗ — функция

f ∗(ŵ,x) = f |W∋w=ŵ
: X → Y

полученная путем сужения области определения регрессионной модели f на заданное
значение вектора параметров ŵ.

Различают следующие виды регрессионных моделей:
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1) линейные модели [6, 7] — модели, которые могут быть представлены в виде
скалярного произведения вектора свободных переменных и вектора параметров
модели

f = wTx (3)

в частности, линейными являются полиномиальные и криволинейные модели;

2) обобщенно-линейные модели [8, 9, 10] — модели вида

f = µ−1(wTx), (4)

где функция µ, называющаяся функцией связи, принадлежит множеству функ-
ций, заданному гипотезой о том, что распределение зависимой переменной при-
надлежит экспоненциальному семейству;

3) нелинейные модели [11] — модели вида

f = f(w,x), (5)

которые не могут быть представлены как линейные (3) или обобщенно-
линейные (4).

Основной задачей регрессионного анализа является нахождение функции регрес-
сии f и оценка параметров w. Параметры модели назначаются таким образом, что
модель наилучшим образом приближает данные. Для оценки качества решения этой
задачи вводится функция ошибки, исходя из значения которой делается вывод о том,
насколько хорошо модель приближает данные, а также насколько адекватна гипотеза
порождения данных [1, 12, 13, 14].

Функция ошибки S(w) — функция, значение которой требуется минимизировать
для получения оценок параметров w модели f , удовлетворяющих заданному требо-
ванию. Как правило это требование:

• максимизации правдоподобия данных,

• максимизации вероятности параметров модели,

• максимизации правдоподобия самой регрессионной модели,

• состоятельности, несмещенности оценки параметров,

либо другое требование, определяемое решаемой задачей восстановления регрессии.
Функция ошибки назначается одним из двух способов:

1) статистическим путем; как правило путем байесовского вывода, тогда она опре-
деляется гипотезой порождения данных [15, 16, 17];
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2) эмпирическим путем — путем, который учитывает особенности постановки ре-
шаемой прикладной задачи. В этом случае, как правило, несмещенность и дру-
гие статистические свойства полученных оценок параметров не исследуются. В
качестве примера приведем функции ошибки, обеспечивающие выполнение тре-
бований промышленных стандартов [18] и требований к минимизации потерь
при совершении торговых операций [19].

Далее в работе будут рассмотрены, во-первых, статистический вывод функций ошибок
для нормального и биномиального распределения, и, во-вторых, несколько эмпириче-
ских функций ошибок, используемых при решении прикладных задач.

1.1 Функция ошибки и гипотеза порождения данных

Гипотеза порождения данных играет центральную роль в выборе функции ошибки
и, как следствие, в методе оценки параметров модели. Для подтверждения или опро-
вержения этой гипотезы выполняются статистические тесты, называемые анализом
регрессионных остатков [20, 15, 16, 17]. При этом считается, что независимая пере-
менная x не является случайной величиной, не содержит ошибок и не нуждается
в дополнительных статистических гипотезах.

Гипотеза нормального распределения зависимой переменной. Так как дис-
персия и математическое ожидание зависимой переменной y зависит от значе-
ний x1, . . . ,xm свободной переменной x, будем считать реализации зависимой пере-
менной y многомерной случайной величиной y = [y1, . . . , ym]

T. В регрессионных за-
дачах рассматриваются две основные многомерные случайные величины: зависимая
переменная y и вектор параметров w. Пусть элементы этих многомерых случайных
величин имеют конечные дисперсии.

Для зависимой переменной y выполняется один из трех вариантов гипотезы по-
рождения данных:

1) элементы зависимой переменной, случайной величины y, имеют одинаковую
дисперсию σ2(y) и независимы, cov(yi, yj) = 0, i, j ∈ I, i 6= j,

y ∼ N (f , σ2(y)I)
def
=N (f , β−1I); (6)

2) элементы переменной y имеют различную дисперсию и независимы, то есть,

y ∼ N (f , diag−1(β1, . . . , βm)I); (7)

3) элементы переменной y описываются ковариационной матрицей общего вида,

y ∼ N (f ,B−1). (8)
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В выражениях (3), (4) и (5) переменные y и w связаны функциональной зави-
симостью. Поэтому параметры модели f также являются случайными величинами.
Распределение этих параметров зависит от гипотезы порождения данных. При задан-
ной линейной модели

E(y|X) = f(w,X) = Xw,

либо при заданном линеаризованном виде

E(y − f |X) = f(w,X) = J∆w,

в котором матрица J есть матрица Якоби функции f , линейное отображение зада-
ваемое матрицей X, переводит распределение многомерной случайной величины y

в распределение многомерной случайной величины w. В случае нормального распре-
деления случайной величины y распределение величины w также является нормаль-
ным. Обозначим A−1 ковариационную матрицу параметров w.

Как и для зависимой переменной y, для параметров w выполняется один из трех
вариантов:

1) параметры имеют одинаковую дисперсию σ2(w) и независимы, cov(wj, wk) =
0, j, k ∈ J , j 6= k,

w ∼ N (wML, σ
2(w)I)

def
=N (0, α−1I); (9)

2) параметры модели имеют различную дисперсию и независимы,

w ∼ N (wML, diag−1(α1, . . . , αn)I); (10)

3) параметры модели описываются ковариационной матрицей общего вида

w ∼ N (wML,A
−1). (11)

Параметры αj , j ∈ J распределения параметров w модели f(w,x) называются
гиперпараметрами. Ковариационная матрица A = [αkj] называется матрицей гипер-
параметров. Для гипотез (9), (10) и (11) матрица гиперпараметров имеет, соответ-
ственно, вид

1) A = αI,

2) A = diag(α1, . . . , αn)I,

3) A — симметричная, неотрицательно определенная, A = AT, и wTAw > 0 для
любого w ∈ R

n.

Аналогично, назовем гиперпараметрами и обозначим βi, i ∈ I параметры распре-
деления зависимой переменной y.
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Рассмотрим нормальное распределение зависимой переменной в качестве гипоте-
зы порождения данных при восстановлении линейной или существенно-нелинейной
регрессии:

E(y|x) = f(w,x).

Для нахождения наиболее правдоподобных параметров модели используем метод
наибольшего правдоподобия [21, 22, 23]. Пусть многомерная случайная величина
y ∼ N (f ,B) имеет нормальное распределение

p(y) =
1

(2π)
2

m det
1

2 (B−1)
exp

(

−
1

2
(y − f)TB(y− f)

)

. (12)

В выражении (12) часть под экспонентой (y − f)TB(y − f) является квадратом рас-
стояния Махаланобиса [24]. Матрицу можно представить в виде разложения Холец-
кого [25], B = LLT, где L — диагональная нижнетреугольная матрица, либо в виде
произведения B = UTU, см. [26]. Оба разложения единственны. В общем случае не
предполагается, что её элементы независимы и не коррелируют. Ковариационная мат-
рица B является симметричной неотрицательно определенной матрицей. Диагональ-
ные элементы βi этой матрицы являются обратны значениям дисперсии элементов
случайной величины y:

σ2

i =
1

βi

, i ∈ I.

Так как правая часть выражения (12) зависит от вида регрессионной модели f ,
вектора параметров w, независимой переменной x и от ковариационной матрицы B,
перепишем его в виде

p(y|x,w,B, f)
def
=p(D|w, β, f) =

exp(−ED)

ZD(β)
, (13)

где ZD — нормирующий коэффициент для плотности нормального распределения

ZD = (2π)
m

2 det
1

2 (B−1). (14)

Функция ошибки, соответствующая матожиданию регрессионной модели при данной
гипотезе, определена как

ED =
1

2
(y − f)TB(y− f). (15)

Рассмотрим частный случай гипотезы порождения данных: элементы вектора y

не коррелируют и имеют одинаковую дисперсию, то есть обратная ковариационная
матрица B = βIm. В этом случае вид функции правдоподобия (13) упрощается: ко-
эффициент ZD имеет вид

ZD(β) =

(

2π

β

)
m

2

,
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так как

ZD(β) = det
1

2 (σ2I)(2π)
m

2 = σ
2m

2 det
1

2 (I)(2π)
m

2 = σm(2π)
1

2 =

(

2π

β

)
m

2

,

a функция ошибки равна

ED =
1

2
β
∑

i∈I
(yi − f(w,xi))

2
,

так как при

(σ2I)−1 =
I

σ2
= βI

справедливо выражение

ED =
1

2
(y− f)T(βI)(y− f) =

1

2
β‖y− f‖2.

Рассмотрим вектор параметров w модели f — многомерную случайную величину.
Согласно принятой гипотезе распределения (12) зависимой переменной и теореме о
функциях связи распределений [27, 28], распределение параметров w ∼ N (wML,A

−1)
является нормальным с матожиданием wML, ковариационной матрицей A−1 и имеет
вид

p(w|A, f) =
exp(−E

w
)

Z
w
(A)

. (16)

Выражение (16) справедливо для линейных моделей, поскольку многомерные случай-
ные величины y и w связаны линейным отображением X. Для существенно нелиней-
ных моделей предполагается, что это выражение будет справедливо в окрестности ∆w

некоторой точки w0 при линеаризации

y − f(ŵ,X) = J∆w.

Матрица Якоби J — это матрица частных производных модели f по элементам wj

вектора параметров w:

J =

[

∂f(w,xi)

∂wj

]

, где w = [w1, . . . , wj, . . . , wn]
T и i ∈ I, j ∈ J .

Это предположение используется, например, в аппроксимации Лапласа [29, 30], со-
гласно которой функция распределения параметров существенно нелинейной модели
может быть приближена функций нормального распределения.

Нормирующий коэффициент Z
w
(A) равен

Z
w
(A) = (2π)

n

2 det
1

2 (A−1), (17)
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где n — число параметров модели f . Функция-штраф за большое значение параметров
модели для принятого распределения определена как

E
w
=

1

2
(w−w0)

TA(w−w0). (18)

Рассмотрим частный случай: дисперсии элементов wj вектора параметров w рав-
ны, обратная ковариационная матрица имеет вид A = αIn. В этом случае выраже-
ния (17) и (18) будут иметь вид

Z
w
(α) =

(

2π

α

)
n

2

и E
w
=

1

2
α‖ŵ−w‖2.

Для нахождения наиболее вероятных параметров модели f(w,x) используем Бай-
есовский вывод [31, 32, 33]. При заданной модели f и заданных значениях A и B

выражение (13) принимает вид

p(w|D,A,B, f) =
p(D|w,B, f)p(w|A, f)

p(D|A,B, f)
. (19)

Элементы этого выражения и соответствующие им параметры:

p(w|D,A,B, f) — апостериорное распределение параметров,

wMP = argmax p(w|D,A,B, f) — наиболее вероятные параметры,

wML = argmax p(D|w,B, f) — наиболее правдоподобные параметры,

p(D|w,B, f) — функция правдоподобия данных,

p(w|A, f) — априорное распределение параметров,

p(D|A,B, f) — функция правдоподобия модели f .

Запишем функцию ошибки S = E
w
+ ED в общем виде:

S(w) =
1

2
(w −wML)

TA(w−wML) +
1

2
(y − f)TB(y − f). (20)

Получим вместо (19) выражение p(w|D,A,B, f) = 1

ZS
exp

(

−S(w)
)

, где ZS — норми-
рующий коэффициент.

Заметим, что матожидание вектора параметров в некоторых случаях может быть
гипотетически принято равным нулю, wML = 0. Такое предположение явно или неявно
принимается при решении задач выбора признаков линейных регрессионных моделей,
см. Лассо [34], Stagewise [35], LARS [36], а также при прореживании некоторых нели-
нейных моделей [37, 38].
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Рис. 1: Пример регрессионной выборки и функции регрессии.

При рассмотрении частных случаев ковариационных матриц A = αIn и B = βIm,
параметров модели w и гомоскедастичной зависимой переменной y выражение (19)
принимает вид

p(w|D,α, β, f) =
p(D|w, β, f)p(w|α, f)

p(D|α, β, f)
.

a функция ошибки —

S(w) =
1

2
α‖w‖2 +

1

2
β‖y − f‖2.

Гиперпараметры α и β в последнем выражении играют роль регуляризирующих мно-
жителей [39, 40].

Общепринятая функция ошибки — сумма квадратов регресионных остатков

SSE = ‖y − f‖2

является частным случаем функции ошибки общего вида (20). При этом гиперпара-
метры α = 0 и β = 1

2
.

В качестве примера иллюстрации различных вариантов ковариационных матриц
параметров w рассмотрим выборку, представленную на рис. 1. В такой выборке одно-
му значению переменной x соответствует несколько значений переменной y. Линией
показана функция регрессии f(ŵ, ξ) = w1 + w2ξ

2 + ε(ξ). Ее оптимальные парамет-
ры ŵ = [0.2839, 0.2412]. Соответствующая регрессионная модель имеет вид f = xTw,
где x1 = ξ0, x2 = ξ2. На рис. 2 показано значение функции ошибки в окрестности
вектора параметров ŵ. Верхняя строка графиков показывает теоретической функции
плотности распределения параметров согласно полученным оценкам ковариационной
матрицы. Нижняя строка графиков показывает проекцию теоретической функции
плотности на пространство параметров и эмпирическую функцию плотности, восста-
новленную путем сэмплирования параметров. Эмпирическая плотность на графиках
одинакова и соответствует функции плотности с ковариационной матрицей общего
вида. Столбцы графиков слева на право соответствуют гипотезам о видах ковариаци-
онных матриц A = α I (элементы многомерной случайной величины w независимы и
распределены с одинаковой дисперсией), A = diag(α1, . . . , αn (элементы независимы и
распределены с различными дисперсиями) и последний столбец — матрица A имеет
общий вид, симметрична и неотрицательно определена.

Биномиальное распределение зависимой переменной и функция ошибки.

Рассмотрим задачу восстановления логистической регрессии [41, 42, 28] как частный

Рис. 2: Вид функции exp
(

−S(w)
)

в окрестности вектора параметров ŵ.
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случай задачи восстановления регрессии (1). Примем гипотезу о биномиальном рас-
пределении зависимой переменной y ∈ {0, 1}:

y ∼ B(f, 1− f), (21)

случайная величина y принимает значение 0 c вероятностью p и значение 1 с веро-
ятностью 1 − p. Таким образом, функция регрессии f(ŵ,x) в случае биномиального
распределения зависимой переменной восстанавливает регрессию, равную вероятно-
сти принадлежности вектора x к одному из двух классов. Функция правдоподобия
реализаций многомерной случайной величины y имеет вид

p(y|w,X, f) =
m
∏

i=1

f(w,xi)
yi (1− f(w,xi))

1−yi . (22)

Модель логистической регресии имеет вид

f(w,X) = σ(−Xw) =
1

1 + exp(−Xw)
. (23)

Рис. 3: Логистическая регрессия от двух переменных.

В [27, 28] показано, что из гипотезы о принадлежности распределения p(y) зави-
симой переменной y каноническому экспоненциальному семейству, при использова-
нии соответствующей этому распределению функции связи µ, следует, что парамет-
ры w ∼ N (ŵ,A−1) обобщенно-линейной модели распределены нормально. Следова-
тельно, учитывая ранее введенную функцию ошибки параметров (18) и вышеприве-
денную функцию правдоподобия (22) получим, что при при гипотезе (21) функция
ошибки имеет вид

S(w) = −
m
∑

i=1

(yi ln f(w,xi) + (1− yi) ln(1− f(w,xi)) . (24)

На рисунке 3 синими и красными точками показана выборка, состоящая из двух
классов. Восстановленная регрессия показана поверхностью f(ŵ,x), значение которой
равно вероятности принадлежности элемента выборки x к одному из двух классов.
Прогнозируемая принадлежность показана окружностями. При несовпадении цветов
точки и окружности следует говорить об ошибке классификации.

Как и ранее, найдем плотность распределения p(w|D,α, f) параметров модели,
воспользовавшись формулой Байеса

p(w|D,α, f) =
p(D|w, f)p(w|α, f)

p(D|α, f)
, (25)
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где p(D|w, f) — правдоподобие данных, p(w|α, f) — задаваемая априорно плотность
распределения параметров модели. В выражении (25) нормировочный множитель
p(D|α, f) определяется выражением

p(D|α, f) =

∫

p(D|w, f)p(w|α, f)dw.

Обозначив Z(α) = p(D|α, f), получим

p(w|D, f) =
p(y|x,w, f)p(w|f, α)

Z(α)
=

=
α

|J |
2

(2π)
|J |
2 Z(α)

exp(−
α

2
||w− ŵ)||2)

m
∏

i=1

f(w,xi)
yi
(

1− f(w,xi)
)1−yi

,

где Z(α) — нормировочный множитель.

Экспоненциальное семейство. Экспоненциальное семейство распределений [43]
многомерной случайной величины y с вектором параметров η задается набором рас-
пределений вида

p(y|η) = h(y)g(η) exp (ηTu(y)) . (26)

Вектор η называется вектором естественных параметров распределения. Сомножи-
тель u(y) — некоторая вектор-функция многомерной случайной величины y.

Гипотеза принадлежности распределения зависимой переменной экспоненциаль-
ному семейству используется при построении обобщенных линейных моделей (4), то
есть, моделей вида

E(y) = µ(Xw), (27)

для которых µ — функция связи, а Xw — линейная комбинация признаков выборки. В
связи с тем, что гипотезы экспоненциального семейства, за исключением нормального
и биномиального распределения, на практике используются весьма редко, в данной
работе соответствующие им функции ошибки опущены.

2 Эмпирическая функции ошибки

В ряде прикладных задач, например, в задачах, когда оценка прогрешности изме-
рений задана стандартами или другими специальными требованиями, гипотезы по-
рождения данных не рассматриваются и функция ошибки назначается согласно этим
требованиям.

Например, при восстановлении регрессии измерений некоторых физических вели-
чин используется метод наименьших модулей [44, 45, 46], согласно которому функция
ошибки задана как сумма модулей регрессионных остатков. Рассмотрим симметрич-
ную функцию ошибки — абсолютную ошибку вида

S(w) =
∑

i∈I

‖f(w,xi)− yi‖1. (28)
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и ее общий вид — несимметричную функцию ошибки, являющаяся кусочно-линейной
функцией, вида

S(w) =
∑

i∈I

∑

s

{

as + bs(f(w,xi)− yi), при f ∈ (zs−1, zs);
0, в противном случае.

(29)

Параметры as, bs и концы отрезков zs выбираются согласно условиям прикладной за-
дачи. Функция ошибки S(w) оптимизируется, исходя из условий поставленной задачи.
Задача нахождения минимального значения функций вида (28) или (29) решается ме-
тодами линейного программирования. В таблице 1 приведен набор функций ошибок,
часто используемых при решении задач прогнозирования.

Среднее арифметическое модулей остатков MAE = 1

m

m
∑

i=1

|εi|

Среднее арифметическое модулей относительных остатков MAPE = 1

m

m
∑

i=1

| εi
yi
|

Среднее отклонение модулей остатков PMAD =
m
∑

i=1

|εi| (
∑m

i=1
|yi|)

−1

Среднеквадратичная ошибка MSE = 1

m

m
∑

i=1

ε2i

Корень среднеквадратичной ошибки RMSE = 1√
m

√
∑m

i=1
ε2i

Сила прогноза SS = 1− MSEforecast

MSEhistory

Таблица 1: Функции ошибок регрессионных моделей.

Функция ошибки и разбиение выборки. Выше не предполагалось, что для
оценки наиболее вероятных параметров модели, либо для выбора наиболее правдопо-
добной модели из некоторого множества требуется разбиение множества индексов I
элементов выборки D = {(xi, yi)}, i ∈ I на обучающую и контрольную: I = L⊔C. Тем
не менее, следует отметить, что при выборе моделей такое разбиение является одним
из наиболее эффективных способов избежать переобучения, см. [47, 48, 49]. Поэтому
ниже приведен ряд примеров эвристических функций ошибок, предложенных автора-
ми метода группового учета аргументов. Данные функции были названы критериями.
Значительная их часть опубликована в [50].

Используемые в этом подразделе обозначения XC,yC,wL означают, что значения
переменных X,y,w фиксированы, в выборку (XC,yC) вошли только объекты с индек-
сами из множества C ∈ I 6= ∅, а оцека вектора параметров wL получена с использо-
ванием выборки, состоящей из элементов с индексами из множества L ⊂ I 6= ∅:

wL = arg min
i∈L⊂I

S(w|XL,yL, f).
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При этом считается, что множество индексов I элементов выборки разбито на под-
множества

I = L ⊔ C ⊔ V,

в котором L — обучающая выборка, C — котрольная выборка, V — валидационная
выборка. Последняя в ряде задач может быть пустой.

Метод группового учета аргументов [51, 52, 53] использует внутренний и внешний
критерий, так как при оценке параметров моделей и при выборе моделей исполь-
зуются разные элементы выборки. Внутренний критерий используется для оценки
параметров: их значения оцениваются на подвыборке элементов с индексами из L.
Выбор моделей производится с помощью внешнего критерия, значение которого вы-
числяется на множестве C. При выборе минимум внешнего критерия означает, что
модель, доставляющая такой минимум, является искомой.

Критерий регулярности S∆2 равен норме разности вектора значений зависимой
переменной и вектора значений функции регрессии на тестовой подвыборке C при
параметрах, оцененных на обучающей подвыборке L.

S∆2

C
= ‖yC −XCwL‖

2,

где
wL = (XT

LXL)
−1(XT

LyL).

Этот критерий может быть нормирован выражениями ‖yL‖2 или ‖yL − mean(yL)‖2.
Критерий предсказательной способности — модификация критерия регулярности

для задач прогнозирования. Этот критерий включает среднеквадратичную ошибку
для валидационной выборки V, которая не была использована ни при оценке пара-
метров, ни при выборе модели. В этом случае выборка делится на три части. Критерий
предсказательной способности имеет вид

S∆2

V
=

‖yI −XIwV‖2

‖yI − mean(yI)‖2
.

Критерий минимального смещения или критерий непротиворечивости: модель,
которая имеет на обучающей и на контрольной выборках различные векторы невязок,
называется противоречивой. Критерий задан разностью между значениями функции
регрессии, вычисленными на двух различных выборках, заданных множествами L и C
и требует, чтобы оценки параметров, вычисленные на этих выборках, различались
минимально. Он имеет вид:

Sη2
bs
= ‖XIwC −XIwL‖

2,

модификация:
Sη2a

= ‖wC −wL‖
2,

где wC и wL — векторы параметров, полученные с использованием подвыборок C и L.
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Критерий иммунитета к шуму имеет вид

SV 2 =(XIwC −XIwI)
T(XIwI −XIwL) =

(wC −wI)
TXT

IXI(wI −wL),

где wI — вектор параметров, полученный с использованием полной выборке I. Утвер-
ждается [51], что с помощью этого критерия в сильно зашумленных данных можно
найти скрытые закономерности.

Комбинированный критерий позволяет использовать при выборе моделей линей-
ную комбинацию нескольких критериев. Комбинированный критерий

Sκ2 =

K
∑

k=1

vkSk, при условии

K
∑

k=1

vk = 1.

Здесь Sk — принятые на рассмотрение критерии, а vk — веса этих критериев, назна-
ченные в начале вычислительного эксперимента.

3 Заключение

В работе рассматриваются связи гипотезы порождения данных — статистического
предположения о характере распределения зависимой переменной и функции ошиб-
ки с точки зрения байесовского вывода. Показаны функции ошибки общего вида для
нормального и биномиального распределения. Также приведены эмпирические функ-
ции ошибки, назначаемые исходя не из статистических гипотез, а из требований к
качеству регрессионных моделей, предъявляемых прикладными задачами.
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