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Рассматривается одна из центральных труднорешаемых задач дискретной математи-
ки � дуализация над произведением частичных порядков. Исследуется важный частный
случай, когда каждый порядок является цепью. Показывается, что поставленная задача
сводится к поиску неприводимых покрытий булевой матрицы (дуализации булевой мат-
рицы), специальным образом построенной по исходным данным. Приводятся результаты
численных экспериментов, базирующиеся на эффективном �в типичном случае� асимп-
тотически оптимальном поиске неприводимых покрытий булевой матрицы. Ранее для ре-
шения рассматриваемой задачи предлагался подход, представляющий интерес в основном
для теории и имеющий целью построение инкрементальных алгоритмов c квазиполино-
миальными временными оценками �для худшего случая�.
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1 Введение1

Пусть на конечном множестве P задано отношение частичного порядка. Для обозна-2

чения того, что y 2 P следует за x 2 P , будем использовать запись вида x � y. В случае,3

когда x � y и x 6= y, будем писать x � y.4

Частичный порядок подразумевает выполнения свойств рефлексивности, транзитив-5

ности и антисимметричности:6

1) x � x, 8x 2 P ;7

2) x � y, y � z ) x � z, 8x, y, z 2 P ;8

3) x � y, y � x ) x = y, 8x, y 2 P .9

Элемент a 2 R, R ✓ P , называется максимальным элементом R, если для любого10

x 2 R отношение a � x не выполняется. Обозначим через max(R) множество всех макси-11

мальных элементов множества R. Заметим, что max(R) � антицепь, то есть любые два12

различные элементы из R не сравнимы. Аналогично определяются минимальный элемент13

R и множество минимальных элементов min(R). Заметим, что min(R) тоже является ан-14

тицепью.15

Пусть R+
= {x 2 P |9a 2 R, a � x} и R�

= {x 2 P |9a 2 R, x � a}. Элемент x 2 P \R+
16

называется независимым от R. Множество max(P \ R+
) состоит из максимальных неза-17

висимых от R элементов и обозначается I(R). Множество элементов R задаёт разбиение18

P = R+ [ I(R)

�, R+ \ I(R)

�
= ?, поэтому I(R) называется двойственным к R.19

Пусть P = P1 ⇥ . . . ⇥ Pn, где P1, . . . , Pn � частично упорядоченные множества, и от-20

ношения частичного порядка на P определяется следующим образом. Для элементов x =21

= (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) 2 P верно отношение x � y тогда и только тогда, когда22

⇤Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проекты №16-01-00445
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одновременно выполняются отношения x1 � y1, . . . , xn � yn. Рассматривается задача пере-23

числения элементов I(R), R ✓ P . Эта задача называется дуализацией над произведением24

частичных порядков.25

Одним из наиболее востребованных случаев является случай цепей, т. е., когда любые26

два элемента Pi сравнимы. Если Pi = {0, 1}, то рассматриваемая задача � это перечисле-27

ние максимальных независимых подмножеств вершин гиперграфа, которое эквивалентно28

построению сокращённой ДНФ монотонной булевой функции, заданной КНФ. Если R со-29

стоит из попарно несравнимых элементов, то дуализация монотонной булевой функции,30

� это построение множества �нижних� единиц этой функции при условии, что задано31

множество её �верхних� нулей.32

Важным приложением дуализации монотонной булевой функции является поиск33

неприводимых покрытий булевой матрицы. Обобщением дуализации булевой матри-34

цы является перечисление так называемых тупиковых �-покрытий целочисленной35

матрицы. Поиск тупиковых �-покрытий целочисленной матрицы с элементами из36

{0, 1, . . . , k � 1}, k > 2, эквивалентен построению сокращённой дизъюнктивной нормаль-37

ной формы двузначной функции k-значной логики, заданной множеством нулей. Задача38

дуализации целочисленной матрицы, в частности булевой матрицы, возникает при кон-39

струировании логических процедур классификации по прецедентам.40

Теоретические оценки эффективности алгоритмов дуализации базируются на оценке41

сложности одного шага. Наиболее эффективным считается алгоритм, который имеет по-42

линомиальный от размера входа шаг. Хотя задача поставлена ещё в 60-х годах прошлого43

века, полиномиальные алгоритмы удалось построить лишь для некоторых частных слу-44

чаев дуализации. Поэтому требования к алгоритму были ослаблены. Обозначились два45

направления исследований.46

Первое направление, разрабатываемое в основном за рубежом, основано на построе-47

нии так называемых инкрементальных алгоритмов, когда алгоритму разрешено просмат-48

ривать решения, найденные на предыдущих шагах. При этом оценки сложности шага49

алгоритма даются для худшего случая (для самого сложного варианта задачи). В 199550

году Л. Хачияну с соавторами удалось построить алгоритм дуализации монотоной буле-51

вой функции с квазиполиномиальным шагом, определяемым не только размером входа52

задачи, но и размером её выхода. Такой алгоритм интересен исключительно для теории,53

поскольку в худшем случае число решений дуализации (размер выхода задачи) растёт54

экспоненциально с ростом размера её входа.55

Второе направление исследований (предложено Е.В. Дюковой около 40 лет назад) ос-56

новано на построении асимптотически оптимальных алгоритмов поиска неприводимых57

покрытий булевой матрицы. В этом случае алгоритму разрешено делать лишние полино-58

миальные шаги при условии, что их число должно быть достаточно мало по сравнению с59

числом всех решений задачи (числом неприводимых покрытий булевой матрицы). В ре-60

зультате удалось построить алгоритмы эффективные в типичном случае (эффективные61

для почти всех вариантов задачи). Эти алгоритмы имеют теоретическое обоснование и62

показывают хорошие результаты на практике.63

В настоящее время отечественные асимптотически оптимальные алгоритмы поиска64

неприводимых покрытий булевой матрицы являются мировыми лидерами по скорости65

счёта [?]. Эти алгоритмы позволяют решать задачи значительных размеров, что подтвер-66

ждают эксперименты на большом количестве разнотипных данных. Данные для тестиро-67

вания предоставлены японскими учёными T. Uno и K. Murakami [?]. Следует отметить,68

что алгоритмы дуализации гиперграфа, предложенные в [?], являются в силу эквивалент-69
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ности задач асимптотически оптимальными алгоритмами поиска неприводимых покрытий70

булевой матрицы. Однако эти алгоритмы, а также другие известные алгоритмы дуализа-71

ции гиперграфа, имеющие иные конструктивные особенности, уступают по скорости счёта72

последним отечественным разработкам, представленным в [?].73

В работе [?] для случая, когда каждое Pi является цепью и |Pi| > 2 , на базе алго-74

ритма, предложенного в [?], построен квазиполиномиальный инкрементальный алгоритм.75

В настоящей работе рассматривается случай Pi = {0, 1, . . . , k � 1}, k > 2, i = 1, . . . , n,76

и элементы Pi упорядочены в порядке возрастания. Задача сводится к построению так77

называемых упорядоченных тупиковых �-покрытий целочисленной матрицы, строками78

которой являются наборы из R+
.79

Понятие тупикового �-покрытия целочисленной матрицы введено в [?], [?] и, как уже80

было отмечено выше, является обобщением неприводимого покрытия булевой матрицы.81

Множество

���!
B(L) упорядоченных тупиковых �-покрытий целочисленной матрицы L явля-82

ется подмножеством множества B(L) всех тупиковых �-покрытий этой матрицы.В [?] для83

построения B(L) предложено решение, основанное на построении специальных неприво-84

димых покрытий для булевой матрицы, построенной по исходной целочисленной матрице.85

Аналогичный приём применяется в настоящей работе для построения

���!
B(L). Целочислен-86

ная матрица L размера m⇥n преобразуется в булеву матрицу L⇤
размера m⇥kn. Показы-87

вается, что исходная задача сводится к построению некоторого подмножества множества88

неприводимых покрытий матрицы L⇤
. Для поиска искомых неприводимых покрытий ис-89

пользуется модификация асимптотически оптимального алгоритма поиска неприводимых90

покрытий булевой матрицы RUNC-M из [?].91

2 Основные понятия92

Пусть L � матрица размера m⇥ n с элементами из {0, 1, . . . k� 1}, k > 2; Er
k, r 6 n �93

множество всех наборов вида (�1, . . . , �r), где �i 2 {0, 1, . . . , k � 1}, при i = 1, 2, . . . , r.94

Рассмотрим � 2 Er
k, � = (�1, . . . , �r), �i < k � 1, i = 1, 2, . . . , r. Через95

Q⇤
t (�), t 2 {1, . . . , r}, обозначим множество всех наборов (�1, . . . , �r) в Er

k таких, что �t96

непосредственно следует за �t и �j = �j при j 2 {0, 1, . . . , r} \ {t}.97

Упорядоченным тупиковым �-покрытием матрицы называется набор H из r различ-98

ных столбцов этой матрицы такой, что подматрица LH
матрицы L, образованная столб-99

цами набора H, обладает следующими двумя свойствами: 1) LH
не содержит строку вида100

(�1, . . . , �r); 2) если t 2 {1, 2, . . . , r}, то LH
содержит хотя бы одну строку из множества101

Q⇤
t (�).102

Упорядоченное тупиковое (0, 0, . . . , 0)-покрытие H булевой матрицы L, матрицы назы-103

вается неприводимым покрытием. Если L � булева матрица, � = (0, . . . , 0) и выполнено104

условие 1), то H � покрытие матрицы L (H покрывает строки матрицы L). Если L буле-105

ва матрица, � = (0, . . . , 0) и выполнено условие 2), то H � совместимый набор столбцов106

матрицы L . Если же условие 2) не выполнено, то H � несовместимый набор столбцов107

матрицы L . Совместимый набор столбцов булевой матрицы называется максимальным,108

если он не содержится ни в каком другом совместимом наборе столбцов этой матрицы.109

Пусть H � совместимый набор столбцов булевой матрицы L. Будем говорить, что110

столбец h матрицы L совместим с H, если H[{h} � совместимый набор столбцов матрицы111

L.112

Подматрица булевой матрицы называется единичной, если в каждой строке и в каждом113

столбце этой матрицы в точности один элемент равен 1. Единичная подматрица булевой114
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матрицы L называется максимальной, если она не содержится ни в какой другой единич-115

ной подматрице матрицы L . Из условия H � максимальный совместимый набор столбцов116

матрицы L длины r следует, что LH
содержит хотя бы одну максимальную единичную117

подматрицу порядка r.118

Будем говорить, что строка (a1, a2, . . . , an) булевой матрицы L охватывает строку119

(b1, b2, . . . , bn) этой матрицы, если aj > bj при j = 1, 2, . . . , n. Заметим что, множество120

(0, 0, . . . , 0)-покрытий булевой матрицы не меняется при выбрасывании из нее охватыва-121

ющих строк.122

Пусть P = P1⇥ . . .⇥Pn, Pi = {0, 1, . . . , k� 1}, k > 2, R ✓ P . Обозначим через LR мат-123

рицу, строками которой являются элементы множества R, через LR+
матрицу, строками124

которой являются элементы множества R+
.125

Пусть � = (�1, . . . , �n) � набор из P , в котором элемент с номером t, t 2 {j1, . . . , jr},126

не является максимальным в Pt ,а элемент с номером t, t /2 {j1, . . . , jr}, является макси-127

мальным в Pt. Очевидным является128

Утверждение 1. Набор � является максимальным независимым от R набором тогда и129

только тогда, когда набор столбцов матрицы LR+ с номерами j1, . . . , jr является упорядо-130

ченным тупиковым (�j1 , . . . , �jr)-покрытием.131

При k = 2 матрица LR получается из матрицы LR+
удалением охватывающих строк,132

поэтому из утверждения ?? сразу следует133

Утверждение 2. Если k = 2, то набор � является максимальным независимым от R134

набором тогда и только тогда, когда набор столбцов матрицы LR с номерами j1, . . . , jr135

является неприводимым покрытием.136

3 Сведение задачи построения упорядоченных тупиковых �-
покрытий целочисленной матрицы к задаче построения
неприводимых покрытий булевой матрицы

137

Пусть L = (aij), i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n � матрица с элементами из138

{0, 1, . . . , k � 1}, k > 2. Пусть a 2 {0, 1, . . . , k � 1}. Положим139

�(aij, a) =

(
1, если aij > a,

0, если aij 6 0,

140

i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n.141

Построим булеву матрицу L⇤
, состоящую из m строк и k⇥n столбцов, в которой строка142

с номером i, i = 1, 2, . . .m, имеет вид143

(�(ai1, 0), . . . , �(ai1, k � 1), �(ai2, 0), . . . , �(ai2, k � 1), . . . , �(ain, 0), . . . �(ain, k � 1)).144

Нетрудно заметить, что столбцу с номером j, j 2 {0, 1, . . . , n}, исходной матрицы L145

соответствует группа из k столбцов матрицы L⇤
с номерами k(j�1)+1, k(j�1)+2, . . . , kj.146

Столбцы с номерами k(j� 1)+1, k(j� 1)+2, . . . , kj назовем родственными. Через P (L⇤
)147

обозначим множество всех неприводимых покрытий матрицы L⇤
. Несложно доказывается148

Утверждение 3. Набор из r различных столбцов матрицы L с номерами j1, j2, . . . , jr149

является упорядоченным тупиковым (�1, . . . , �r)-покрытием, (�1, . . . , �r) 2 Er
k, �i < k �150

�1, i = 1, 2, . . . r тогда и только тогда, когда выполнены два следующих условия: 1) набор151

столбцов матрицы L⇤ с номерами t1, t2, . . . , tr, где ti = (ji � 1)k + �i + 1, принадлежит152

Машинное обучение и анализ данных, 2017. Том ??, №??.
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P (L⇤
); 2) если i 2 {1, 2, . . . , r} и ti < kji, то в P (L⇤

) нет набора столбцов с номерами153

t1, . . . , ti�1, qi, ti+1, . . . , tr, где qi 2 [ti + 1, kji].154

Из утверждения ?? следует, что задача построения множества P (L) сводится к по-155

строению подмножества

eP (L⇤
) множества P (L), состоящего из всех таких неприводимых156

покрытий, которые, во-первых, не содержат столбцов с родственными номерами и, во-157

вторых, удовлетворяют некоторому дополнительному условию (условию 2), которое назо-158

вём условием старшинства. Элементы множества

eP (L⇤
) назовём правильными неприво-159

димыми покрытиями матрицы L⇤
.160

4 Асимптотически оптимальный алгоритм поиска неприводимых
покрытий булевой матрицы

161

Асимптотически оптимальный алгоритм A построения множества всех неприводимых162

покрытий P (L) булевой матрицы L размера m⇥n действует по следующей схеме. На каж-163

дом шаге строится максимальный совместимый набор столбцов H матрицы L. Некоторые164

максимальные совместимые наборы столбцов могут строиться неоднократно. Проверка на165

повторяемость осуществляется путём просмотра строк подматрицы LH
матрицы L, обра-166

зованной столбцами набора H. При этом на каждом шаге выполняется не более, чем d167

элементарных операций, где d ограничено сверху полиномом от m и n. Под элементарной168

операцией понимается просмотр одного элемента матрицы. Основное требование: число169

шагов NA(L) алгоритма A должно быть асимптотически равно |P (L)| при n ! 1 для по-170

чти всех булевых матриц L размера m⇥ n (здесь и далее |N | � мощность множества N).171

Указанное требование означает следующее. Существуют две положительные бесконечно172

убывающие функции ↵(n), �(n) такие, что для всех достаточно больших n имеет место173

|1�M |
|Mmn|

6 ↵(n),174

где Mmn � множество всех булевых матриц размера m⇥ n, M � множество матриц L из175

Mmn для которых выполнено176

1� �(n) 6 |P (L)|
NA(L)

6 1 + �(n).177

Таким образом, асимптотически оптимальный алгоритм дуализации булевой матрицы178

имеет �лишние� полиномиальные шаги. Шаг считается лишним в двух случаях: 1) по-179

строенный максимальный совместимый набор столбцов H уже строился на предыдущих180

шагах; 2) набор столбцов H ранее не строился, но он не является покрытием. Для по-181

чти всех булевых матриц размера m⇥n число лишних шагов должно иметь более низкий182

порядок роста по сравнению с числом неприводимых покрытий при росте размера задачи.183

Рассматриваемые алгоритмы поиска неприводимых покрытий булевой матрицы L по-184

строены для случая, когда число строк матрицы L существенно меньше числа её столб-185

цов. Обоснование подхода опирается на технику получения асимптотических оценок числа186

неприводимых покрытий, которая первоначально была предложена в работах В.А. Сле-187

пян и В.Н. Носкова, а затем развита в работах Е.В. Дюковой [?] и А.Е. Андреева [?]. В188

частности, в было показано, что при logm 6 (1 � ") log n, 0 < " < 1, n ! 1, для почти189

всех булевых матриц L размера m ⇥ n число единичных подматриц матрицы L асимп-190

тотически равно мощности P (L). Построенный в [?,?] асимптотически оптимальный ал-191

горитм дуализации АО1 основан на перечислении максимальных единичных подматриц192

Машинное обучение и анализ данных, 2017. Том ??, №??.
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булевой матрицы. Данный алгоритм строит каждый максимальный совместимый набор193

столбцов столько раз, сколько максимальных единичных подматриц содержит матрица194

LH
и имеет лишние шаги обоих указанных выше видов (на каждом шаге осуществляется195

проверка того, что набор столбцов H ранее не строился и он является покрытием). Слож-196

ность шага алгоритма равна O(qmn), где q = min(m,n). Впоследствии были построены197

алгоритмы с лишними шагами только одного вида. Среди этих алгоритмов следует выде-198

лить отечественные алгоритмы АО2 [?] , ОПТ [?] и RUNC-M [?]. Алгоритм АО2 является199

модификацией алгоритма АО1 и основан на перечислении только тех максимальных еди-200

ничных подматриц булевой матрицы, которые порождают неприводимые покрытия (не201

осуществляет проверку на покрываемость). Лишний шаг в АО2 � это повторно постро-202

енное неприводимое покрытие. Алгоритмы ОПТ и RUNC-M не имеют повторяющихся203

шагов.204

Для наглядности работу асимптотически оптимального алгоритма дуализации буле-205

вой матрицы L можно представить в виде обхода дерева решений (ДР) в глубину: корнем206

ДР является пустой набор; вершины � совместимые наборы столбцов; висячие вершины207

� максимальные совместимые наборы столбцов, которые либо являются впервые найден-208

ными неприводимыми покрытиями, либо соответствуют лишним шагам.209

Первоначально матрица L рассматривается в качестве текущей матрицы. Построение210

ДР начинается с вершины, которая порождается некоторым ненулевым столбцом матри-211

цы L. При построении каждой из остальных вершин в роли текущей матрицы выступает212

подматрица матрицы L. Для построения дочерней вершины внутренней вершины H алго-213

ритм по определённому правилу выбирает в текущей матрице ненулевой столбец и строит214

новую вершину H [ h , где h - соответствующий столбец матрицы L. После построения215

вершины H [ h текущая матрица изменяется. Из неё, как правило, удаляются все стро-216

ки, покрытые выбранным столбцом, и удаляются столбцы, порождённые теми столбцами217

матрицы L, которые несовместимы с набором H [ h. Дополнительно могут удаляться и218

другие строки и столбцы. Если новая текущая матрица не содержит единичных элемен-219

тов, то вершина H [ h становится висячей. Если набор H [ h найден впервые и является220

покрытием, то множество неприводимых покрытий, построенных на предыдущих шагах,221

пополняется, в противном случае это множество не меняется и шаг объявляется лишним.222

В любом случае далее либо происходит переход к новому шагу путём возврата на более223

высокий уровень ДР, либо алгоритм заканчивает работу. Если же новая текущая матрица224

содержит единичные элементы, то H [ h - внутренняя вершина ДР и процесс построения225

ветви дерева продолжается.226

Время работы асимптотически оптимального алгоритма в большой степени зависит от227

сложности ДР (числа вершин в ДР), которое строит этот алгоритм.228

На данный момент наилучшие результаты по скорости счёта показывает алгоритм229

RUNC-M. Этот алгоритм строит каждый максимальный совместимый набор только один230

раз. В RUNC-M применяется �жадная� стратегия выбора столбцов для построения до-231

черних вершин в ДР. Всякий раз после построения очередной внутренней вершины H в232

текущей матрице выбирается строка i, имеющая наименьшее число единиц. Дочерняя для233

H вершина строится путём добавления к набору H столбца матрицы L , имеющего наи-234

меньший номер среди столбцов, образующих текущую матрицу и покрывающих строку i.235

Сложность шага алгоритма O(qmn), q = min(m,n).236
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5 Алгоритм дуализации произведения цепей RUNC-M+237

Согласно утверждению ?? поиск максимальных независимых от R наборов сводится к238

поиску упорядоченных тупиковых �-покрытий матрицы LR+
.239

Преобразуем матрицы LR и LR+
соответственно в булевы матрицы L⇤

R и L⇤
R+ спосо-240

бом, описанным в п. 2. Согласно утверждению ??, поиск упорядоченных тупиковых �-241

покрытий матрицы LR+
сводится к поиску правильных неприводимых покрытий матри-242

цы L⇤
R+ . Нетрудно видеть, что каждая строка из L⇤

R+ , не содержащаяся в L⇤
R, охватывает243

хотя бы одну строку из L⇤
R. Следовательно, набор столбцов с номерами j1, . . . , jr матрицы244

L⇤
R+ является неприводимым покрытием тогда и только тогда, когда набор столбцов с245

номерами j1, . . . , jr матрицы L⇤
R является неприводимым покрытием.246

Построенный в настоящей работе алгоритм поиска правильных неприводимых покры-247

тий матрицы L⇤
R+ является модификацией алгоритма дуализации булевой матрицы RUNC-248

M и назван RUNC-M+.249

Алгоритм RUNC-M+ описывается ниже рекурсивной процедурой RUNCM (L⇤
R;H;D;C),250

первый вызов которой осуществляется с параметрами H = ?, D = {1, 2, . . . ,m}, C =251

= {1, 2, . . . , kn}.252

Процедура RUNCM (L⇤
R;H;D;C)253

1: Cmin
:= {j 2 C|aij = 1}, где i – номер строки из D с минимальным числом элементов,254

равных 1255

2: для всех j 2 Cmin
256

3: C := C \ {j}257

4: H := H [ {j}258

5: Исключить из D номера строк, покрытых столбцом с номером j259

6: если D = ? и набор столбцов с номерами из H удовлетворяет условию старшинства260

то261

7: Сохранить в P (L⇤
R) набор столбцов с номерами из H (найден новый элемент из262

P (L⇤
R))263

8: иначе264

9: если D 6= ? то265

10: Исключить из C номера столбцов, не совместимых со столбцами с номерами из266

H267

11: если C 6= ? то268

12: Вызвать RUNCM(L⇤
R, H,D,C)269

13: Отменить изменения, внесённые на шагах 4, 5270

6 Эксперименты271

Были проведены эксперименты с целью выяснить, как меняется время работы алгорит-272

ма RUNC-M+ в случае с определёнными конфигурациями матриц, а именно с �вытянуты-273

ми� по горизонтали, с �вытянутыми� по вертикали и с квадратными. Также исследовалось274

влияние размерности частичного порядка на время счёта. Для экспериментов генериро-275

вались случайные матрицы, причём каждый элемент матрицы генерировался независимо276

из равномерного дискретного распределения. Среднее время работы алгоритма бралось277

по 20-ти независимым матрицам.278

В таблице ?? приведены результаты работы алгоритма в зависимости от размера це-279

лочисленной матрицы LR и размерности частичного порядка.280

Машинное обучение и анализ данных, 2017. Том ??, №??.



8 Е. В. Дюкова1, Г. О. Масляков2, П. А. Прокофьев1

Таблица 1

Размер/ значность k мат-

рицы LR

Размер матрицы L⇤
R Время работы алгоритма

RUNC-M+ (в секундах)

20⇥ 30/ 3 20⇥ 90 1.784
20⇥ 35/ 3 20⇥ 105 5.152
20⇥ 40/ 3 20⇥ 120 14.226
20⇥ 45/ 3 20⇥ 135 39.862

10⇥ 10/ 3 10⇥ 30 0.0000033
15⇥ 15/ 3 15⇥ 45 0.01
20⇥ 20/ 3 20⇥ 60 0.113
25⇥ 25/ 3 25⇥ 75 1.014
30⇥ 30/ 3 30⇥ 90 15.183

30⇥ 20/ 3 30⇥ 60 0.26
35⇥ 20/ 3 35⇥ 60 0.01
40⇥ 20/ 3 40⇥ 60 0.000768
45⇥ 20/ 3 45⇥ 60 0.000385

30⇥ 20/ 4 30⇥ 80 2.216
35⇥ 20/ 4 35⇥ 80 2.985
40⇥ 20/ 4 40⇥ 80 3.546
45⇥ 20/ 4 45⇥ 80 6.728

10⇥ 20/ 2 10⇥ 40 0.005
10⇥ 20/ 3 10⇥ 60 0.454
10⇥ 20/ 4 10⇥ 80 0.112
10⇥ 20/ 5 10⇥ 100 0.446
10⇥ 20/ 6 10⇥ 120 0.714
10⇥ 20/ 7 10⇥ 140 1.871
10⇥ 20/ 8 10⇥ 160 1.164
10⇥ 20/ 9 10⇥ 180 2.532
10⇥ 20/ 10 10⇥ 200 5.788

20⇥ 10/ 2 20⇥ 20 0.012
20⇥ 10/ 3 20⇥ 30 0.169
20⇥ 10/ 5 20⇥ 50 0.032
20⇥ 10/ 7 20⇥ 70 0.138
20⇥ 10/ 10 20⇥ 100 0.372
20⇥ 10/ 15 20⇥ 150 2.384
20⇥ 10/ 20 20⇥ 200 4.0258

При исследовании времени работы алгоритма на �вытянутых� по вертикали матрицах281

было замечено, что на определённом этапе увеличение числа строк приводит к резкому282

увеличению скорости работы алгоритма. По-видимому, это происходит из-за существен-283

ного уменьшения числа правильных неприводимых покрытий матрицы L⇤
R. Примеры дан-284

ного эффекта приведены в таблице ?? (рассмотрен случай, когда значность k матрицы285

LR равна 3).286
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Таблица 2

Размер матрицы LR Размер матрицы L⇤
R Время работы алгоритма

RUNC-M+(в секундах)

Среднее значе-

ние | eP (L⇤
R)|

31⇥ 20 31⇥ 60 0.61 93750

32⇥ 20 32⇥ 60 0.68 108840

33⇥ 20 33⇥ 60 0.144 11160

34⇥ 20 34⇥ 60 0.033 2800

35⇥ 20 35⇥ 60 0.015 1120

64⇥ 25 64⇥ 75 26.189 2937850

65⇥ 25 65⇥ 75 2.5 239950

66⇥ 25 66⇥ 75 0.922 94090

67⇥ 25 67⇥ 75 0.122 12530

68⇥ 25 68⇥ 75 0.085 8730

98⇥ 40 98⇥ 120 35.013 6181120

99⇥ 40 99⇥ 120 4.626 754050

100⇥ 40 100⇥ 120 1.198 190560

101⇥ 40 101⇥ 120 0.612 99240

102⇥ 40 102⇥ 120 0.019 3100

Из результатов эксперимента видно, что время работы алгоритма RUNC-M+ в большей287

степени зависит от числа столбцов, чем от числа строк. При увеличении числа столбцов288

наблюдался экспоненциальный рост времени работы. Кроме того, достаточное увеличен-289

ние числа строк по отношению к числу столбцов приводит к снижению времени работы290

алгоритма.291

7 Заключение292

В статье рассматривается одна из центральных труднорешаемых задач дискретной ма-293

тематики � дуализация над произведением цепей P1, . . . , Pn , которая, в частности, воз-294

никает при конструировании логических процедур классификации по прецедентам. Пред-295

полагается, что мощность каждой цепи Pi равна k, k > 2. Поставленная задача имеет в296

качестве входа k-значные наборы длины k и при k = 2 эквивалентна поиску неприводимых297

покрытий булевой матрицы размера m⇥n, где m – число входных наборов. Показывается,298

что в общем случае задача сводится к поиску некоторого подмножества множества непри-299

водимых покрытий булевой матрицы размера m⇥ kn. Приводятся результаты численных300

экспериментов, базирующиеся на эффективном �в среднем� асимптотически оптималь-301

ном перечислении неприводимых покрытий. Предлагаемые построения очевидным обра-302

зом переносятся и на случай, когда множества Pi имеют различные мощности. Ранее для303

решения рассматриваемой задачи использовался подход, в основном разрабатываемый за304

рубежом и представляющий интерес исключительно для теории. Этот подход имеет целью305

построение инкрементальных алгоритмов с квазиполиномиальными временными оценка-306

ми �в худшем случае�.307
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Let P = P1 ⇥ . . . ⇥ Pn, where P1, . . . , Pn are finite partially ordered sets. Is considered that343

element y = (y1, . . . , yn) 2 P follows x = (x1, . . . , xn) 2 P if yi follows xi i = 1, 2, . . . , n. To344

indicate that y 2 P follows x 2 P and y 6= x a denotation y � x is used. Let R ✓ P,R

+ =345

= R [ {x 2 P |9a 2 R, a � x}. The problem of constructing a set I(R) dual to R consisting of346

elements a 2 P \ R+ such that for any x 2 P \ R+
, x 6= a, the relation a � x does not hold,347

is called a dualization over the product of partially ordered sets. This problem is one of the348

central intractable problems of discrete mathematics.349
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A practically important case is the case when each Pi is a chain, i.e. any two elements in350

Pi are comparable. If the power |Pi| each chain Pi is equal to 2, then the problem posed is351

equivalent to the search for irreducible coverings of a boolean matrix of size m ⇥ n, where m352

is the power of R.353

In [?], for a dualization over the product of chains an approach is considered, aims to354

construct incremental algorithms with quasi-polynomial time estimates for the worst case (for355

the most complicated version of the problem). This approach, proposed in [?] under the356

condition that Pi is a chain, |Pi| = 2, i = 1, 2, . . . , n, and is of interest mainly for the theory,357

because the temporal estimates of the incremental location algorithm depend on the size of358

the task input and on the size of its output.359

In this paper we assume that Pi is a chain, |Pi| = k, i = 1, 2, . . . , n, k > 2. It is shown that360

the problem reduces to the search for a subset of the set of irreducible coverings of a Boolean361

matrix of size m⇥kn. It is noted that the o↵ered constructions take place in the case when the362

sets Pi have di↵erent powers. The results of numerical experiments based on the e↵ective in363

the typical case (e↵ective for almost all variants of the problem) asymptotically optimal enu-364

meration of irreducible coverings are given. On the base of asymptotically optimal algorithm365

of boolean matrix dualization RUNC-M [?] an algorithm of chains dualization RUNC-M+ is366

developed.367

Keywords: dualization; product of partially ordered sets; chain; covering of boolean matrix;368

asymptotically optimal algorithm369
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